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Stochastik
Lehre der Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit

Kombinatorik Statistik Probabilistik
Wie viele Mdglichkeiten  Ableiten von Definition von Modellen
gibt es, Elemente Gesetzmaldigkeiten  zur Beschreibung von
anzuordnen oder aus und Strukturen aus  zufalligen Ereignissen
einer Menge von Ereignissen '
Elementen zu ziehen?

Vorhersagen dieser
Ereignisse

3. Dresdner Probabilistik ~ -Waorkshop Grundlagen der Probabilistik
Matthias Voigt

Folie 4




Randbedingungen fur prob.

Y
DRESDEN Simulationen
Fakultat Maschinenwesen - Institut fiir Stromungsmechanik - Professur fur Turbomaschinen und Strahlantriebe

Probabilistische Simulationen von Systemen

~ ~ ~_
Deterministische
Modelle
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Trager auf zwei Stutzen mit Kragarm

]b > | vergroferte
_lE Seit(iais‘icht
d&’ “Wm ﬂéw vW1 lgl—'

| 5000 [1500 | [mm]
Eingangsgrol3en: Ergebnisgrdél3en:
A Hohe des Tragers Durchbiegungen w,,, w;
A Breite des Tragers
A E-Modul
A Punktlast
A Position der Punktlast
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Probabilistische Simulationen von Systemen

~ ~ ~
Deterministische Verteilungsart, Probabilistische
Modelle Vertellungsparameter, Methoden

Korrelationen der
Eingangsgrof3en
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Zufallsexperiment

diskret r Zufallsvariable ﬂstetig

Wahrscheinlichkeitsfunktion Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

L
F®) = f(bri) Foy= [ 10 ds
b= b

F(b) = P(b < b)
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A auch Normalverteilung genannt
fin! Fiby !

& ,//

—» >

po  u pto b b

b —_—
1 (b— 1) 1 (b—p)?, =

3. Dresdner Probabilistik  -Workshop Grundlagen der Probabilistik Folie 10
Matthias Voigt



ONIVERSITAT Lognormalverteilung

B
DRESDEN i
Fakultat Maschinenwesen - Institut fiir Stromungsmechanik - Professur fur Turbomaschinen und Strahlantriebe
A L A
fib,) Fib,) [1]
1 —

> >
0 b, 0 b,
( ! exp 4 (Inby —A)° b fiir by > 0
0 — L
fbr) = CvV2mby, 2¢°
kO sonst
r bL - 5
1 1 Inbp — A ~ ~
— N—E}::p{—(ﬂ‘[’2 ) bdby  fiir by > 0
F(br)=< ¢ 27 br 2¢
Lk[] sonst
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A S
1 B -

b, b, b b, b, b
1 0] b < by
—— b <b<b b — by
f(b) =< br — by - = F(b) = - by < b<b
0 sonst 1 b~ b,
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A 4 1
f(b) F(b) ]
| / B
——] »>
by ( b, b b ¢ b, b
0 b<b
( 2(b—1b) E
b) = hh<b<c 2 _
=g —e—m "= Fi(hy = 20— 2bib <<
10 =1 gm=2Cb oy, Py =g )0
T by = b)) (b — ¢ ' Fup) = L= 2brbtbretbilboc)
0 sonst (bi = by) (br — )
|1 b > b,
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Ubersicht 54, Zusammenhange zwischen einigen Verteilungen [ 1]

U-formige, Dreieck- und Gleichverteilung ==

Verteilung des Korrelationskoeffizienten

/ ]

Beta-Verteilung

l

F-Verteilung

Gamma-Verteilung

P

Weibull- und
Exponentialverteilung

ty=VFry
=V hiy [ 1= vFi o
bow
¢ / * 1
Student-Verteilung Yo~ z g —" X Chi*-Verteilung
too = 2 =z
T~ Standardnormalverteilung P !
v z?
n, —n B
T e Q) =g—e 2 N )
N-—n /ﬂp =4 ™ ~ z= i
PANTT L } N~V
P d n | S
P N < 01 B ; 129
P S N > 60 7= L_HHDEM | npq 2 9 ~
WN N~PSH | p < 005
1 2 n, = x N : = A
nl)(nﬁ) ! n n—x np
HON (5) %0 - p -
n Binomialverteilung
Hypergeometrische Verteilung Poisson-Verteilung
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1 ﬂ'S".‘.-."I‘I- [1]
AArithmetischer Mittelwert: bri = z bri i
M gim 1

- Flachenschwerpunkt der Flache unter der Dichtefunktion
- Stark abhangig von Ausreil3ern

AMedian oder Zentralwert: Stichprobenwert, der genau in der
Mitte einer geordneten Stichprobe
steht.

- Robustes Lagemal

AModulwert oder Modus: Auspragung mit der groldten Haufigkeit
- Nur eindeutig, wenn die Haufigkeitsverteilung ein
eindeutiges Maximum aufweist
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Modus
1
90 - -
Median

Haufigkeit

-9.0 -4.5 0.0 4.5 9.0 13.5
Durchbiegung w_i [mm]
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Standardabweichung:

'ﬂ_{bm’} — \/Irf{li"“]”'] — (bri,k — Erijg

Variationskoeffizient:
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BE?&*E”.JS.%*E Statistische Mal3e von Stichproben 4
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Schiefe: Grad der Asymmetrie einer Verteilung um den [1]
Median

Nsim

Z (bm - Bm)g
g 1=1

Ngim * O

3

Wolbung: Grad der Flachheit/Steilheit einer Verteilung

Ngim

Z (bm — bm')4

:1 §
K =2 7 3
Ngim * 0
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0,5

S$=061K=018 S=0K=0 5= 034K=057

0.4- /\

0.3 - S=0K=—1.19

Dichte

0,24

0,1 -

0,0

—
—
—
-
-
-
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1.0 T I T | T T I |
Fib)

_ KS-Wert=0.04
0.8 | -

0.6 | / i

0.4 | | -
0.2 -
D.D 1 ] 1 ] 1 ] 1 ] 1
0.97 0.983 0.996 1.01 1.023 b 1.037
KS = max |Fy(by)— Fs(by)]
—oo< by < oo
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Der Anderson -Darling -Test ist eine Modifikation des [10]
Kolmogorow -Smirnow - Anpassungstests.

Die Abweichungen der Testverteilung von der Zielverteilung
werden in den Randbereichen der Verteilungen héher und
Im Mittelbereich der Verteilung niedriger gewichtet.

A% = —n,, — ! Z[Qk —1)(InFy(by) +1In(1 — Fe(by,,. y1-k))
MNsim 3

Kritische Werte fur sAd abhangig von der verwendeten
Verteilungsfunktion . Fabellierte Werte fur fir A
verschiedene Verteilungsfunktionen sind z.B. in [11]
veroffentlicht.
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il Korrelationen
DRESDEN
Korrelationskoeffizient nach Pearson 1]
Cov(by. by;)
b = = =
T/ Var(b)/Var(b,;)
1 MNaim
Cov(b,, b)) = Z (brik — bri ) (Drje — brj)

Maim — 1 1

Wertebereich: [ -1,1]

| | | | | | |
| | | |
0 0.1 0.2 0.3 IFl 0.4 0.5 0.6 0.7 08 09 1.0

kein oder schwacher linearer linearer stark linearer
Zusammenhang
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Rangkorrelationskoeffzient nach Spearman

bri Ry, =Rangvon b;; in by
b,; = : = Rang (b,;) =
| Dringim | Ry, =Rangvon by, in b, |

=

Rzl (Ry,, . — By )Ry, — Ry,

e b
hribr} Maim - 2 MNgim - 2
IELZ]_ {Rbri‘k _ Rbﬂ) LZ]- {Rbrj__j_, R Rbrjjl

Wertebereich: [ -1,1]

0 0.1 0.2 0.3 17 04 05 06 0.7 08 09 1.0

kein oder schwacher linearer linearer stark linearer
oder monotoner nichtlinearer Zusammenhang
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Nichtlineare Zusammenhéange?

A Ant-Hill - Plot

A Regression
A Quadratischer Korrelationskoeffizient A DYNARDO [9 ]

A Nichtlineares Korrelationsmaf A ProSi [16]
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Konfidenzintervall 1
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ASt ati s

sind Punktschatzungen

ti sche

Gute der Schatzung

A

f(br)

MaCe (z.B. Mittel
A enthalten keine Aussage Uber die

\ v Konfidenzniveau, Vertrauensniveau

2\

0} o
‘
o
ki Konfidenzintervall kr by
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bl Konfidenzintervall 2

DRESDEN
Relative Haufigkeit des Ereignisses 1 f
~ n ~
D= / . p—p sobald ng,, — o
Nsim

[1]

nf
nf -+ ('n'._s‘-i'm — Ny + 1)F%;'2(‘nsim—‘7lf‘+1)3.2nf

Linke Grenze:

(’]If + ].)F _‘2‘_2(”[—{—1) ;2(7),.5--,',” —'n.f)

Rechte Grenze:
Ngim — Nf + (nj 5 I)F%;‘Z(n F+1);2(nsim—ns)
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0.12

0.10 ?
-~ 0.08
E
[oT]
tg T
Hvl
= 0.06
2
g
S 0.04

97.5%-Konfidenzintervallgrenze ) . )
b relative Haufigkeit
— -2
0.02 et - - — 1
R — -
f.,-.—' N\ 2.5%-Konfidenzintervallgrenze
0.00 . . . . r . . . . ,
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Stichprobenumfang

3. Dresdner Probabilistik  -Workshop Grundlagen der Probabilistik Folie 28

Matthias Voigt



PN o Konfidenzintervall 4

DRESDEN

Fakultat Maschinenwesen - Institut fiir Stromungsmechanik - Professur fur Turbomaschinen und Strahlantriebe

3. Dresdner

450

400

350

S

Stichprobenumfang = 500

b
n
]

Stichprobenumfang = 500() s—

2

—_—
W
e

=

97.5%-Konfidenzintervallgrenze

von der relativen Haufigkeit

3
N

prozentuale Abweichung der Konfidenzintervallgrenzen

2.5%-Konfidenzintervallgrenze

0.00 0.10 0.20 0.30
relative Haufigkeit
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Weicht der Korrelationskoeffizient statistisch signifikant
von Null ab, unterscheidet sich seine Verteilung von der
Normalverteilung [1].

~ = arctanhr 3]
, : “l—a )2 : “l—a)2
k= 2z — o/ Kk, = 2 o/
V sim — 9 V sim — 3
k; = tanhk;
k., = tanhk,
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Problem: Meist werden Systeme untersucht, in denen
mehrere Zufallsvariablen Einfluss auf eine Ergebnisgrofie
haben.

Die Anzahl der Zufallsvariablen hat Einfluss auf die
Irrtumswahrscheinlichkeit der Konfidenzintervalle.

LOosung:

Anpassung der tolerierbaren Irrtumswahrscheinlichkeit

mithilfe der Bonferroni - Methode oder Bonferroni - Korrektur:
r_

Ty

Die Bonferroni -Methode ist eine grobe Naherung und

sehr konservativ.
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Monte - Carlo - Simulation (MCS)
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- Institut fiir Stromungsmechanik - Professur fur Turbomaschinen und Strahlantriebe

probabilistische
EingangsgrélRen

3. Dresdner Probabilistik

unsicheres Systemverhalten
mit y ErgebnisgréoRen

.
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A Simple -Random -Sampling (SRS)
A Realisierungen werden Azuf 2|
A ATransformationfi der durch d
ermittelten Gleichverteilungen in andere

Verteilungen erfolgt z.B. mittels Inversions -
methode oder Annahme - Ablehnungsmethode

A A C| u s-Bildungen der Realisierungen ist moglich

—
-
—

pu—
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A Latin-Hypercube-Sampling (LHS) [13]
Ab, b,

L W RAEE e meanne : : K W

| | | | | | |

-3 -2 -1 0 1 2 3
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A Descriptive-Sampling (DS) [14]
4 b, 4 b,

- - " W N sssssnasnsan LR R R e B B - -

| | l. | .l | |
3 2 1 1 2 3
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Vor- und Nachteile der Sampling  -Methoden
SRS

AZufallszahlen werden Aunsysten

A Liefert bei geringen Stichprobenumfang hohe
statistische Unsicherheiten

LHS /DS

AZufallszahlen werden Asystemat

A Beschreibt die Zufallsvariablen mit wenigen
Realisierungen gut
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Restricted -Pairing wird in ProSi verwendet, um beliebige
Korrelationsstrukturen zwischen Eingangsgrél3en zu erzeugen.

- Ausgangspunkt: Zielkorrelationsmatrix
Asymmetrisch positiv semidefinite Matrix

- Iterative Methode A geeignetes Abbruchkriterium

| [26]
Ar |= 0.5 % V43

S1M

max
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