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Stochastik
Lehre der Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit

O © O

Kombinatorik Probabilistik Statistik

Wie viele Moglichkeiten Definition von Modellen  Ableiten von
gibt es, Elemente zur Beschreibung von Gesetzmaligkeiten
anzuordnen oder aus zufalligen Ereignissen und Strukturen aus
einer Menge von ‘ Ereignissen
Elementen zu ziehen?

Vorhersagen dieser

Ereignisse
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Eingangsgrofien:

Geometrie
Belastung
Materialeigenschaften
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Ergebnisse:

Temperatur
Spannungen
Lebensdauer
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probabilistische Strukturanalyse Streuung der
EingangsgrofRen ErgebnisgréRen

A

deterministisches
Modell

1. Dresdner Probabilistik-Workshop Grundlagen der Probabilistik Folie 5
Matthias Voigt




UNNERSITAT Gliederung

DRESDEN

Fakultat Maschinenwesen - Institut fur Stromungsmechanik - Professur fur Turbomaschinen und Strahlantriebe

e Einleitung
e Theoretische Grundlagen der Stochastik
e Probabilistische Methoden

e Mogliche Ergebnisse von probabilistischen
Untersuchungen

e Mogliche Fehlerquellen beil probabilistischen
Untersuchungen

e Zusammenfassung

1. Dresdner Probabilistik-Workshop Grundlagen der Probabilistik Folie 6
Matthias Voigt



R ERSITAT Zufallsvariablen yr
DRESDEN

Fakultat Maschinenwesen - Institut fur Stromungsmechanik - Professur fir Turbomaschinen und Strahlantriebe

Zufallsexperiment

diskret r Zufallsvariable ﬂstetig

Wahrscheinlichkeitsfunktion Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

] i,
F(b) = Zf (bri) F(b) = / f(b)db
br{-i?h _};,_

F(b) = P(b < D)
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e auch Normalverteilung genannt
. [1]
fiy] Fib)

/TN

/ o

-6 H p*o b b
b

1 (b— 11)? 1 o _{b—ru,] -
f(b):{}_mexp{_ 9 2 } F[E})_Jﬁﬁj P1 I o }db
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ik &
fib,) Fib,) [1]
1 4
0 b, 0 b,
s 2
1 (Inby — A)
———— exp{— b fiir by > 0
f(br) = ¢ ¢V27bg 2¢?
\ 0 SONSt
4 bL - 5
1 1 Inby — A ~ ~
/N— exp{—( L 5 ) bdby,  fiir by, > 0
F(bp) =< ¢V2nJ bp 2¢
0
k 0 sonst
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Y &
fib) Fib) [1]
1 ES E—

b, b, b b, h, b
1 0 b < by
K <b<b bh— b
foy=L b=t ~— 7 F(b) = P— i <b<b,
0 sonst | b b,
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] Fib)t ]

T T

> —=="] »
b, ¢ b, b b ¢ b, b
0 h<b
( 2(b—1by) !
hy = by < b = 2 — 92
O =G e "= Fy(b) = V20 b <z <
IO =50 = 02 cpay, FO)=3 o )
T =) (b —) T Fup) = L= 2brbtbretbilb=c
0 sonst (b —bp) (by — )
“ |1 b> b,
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S b [1]

« Arithmetischer Mittelwert: b,; =

— Flachenschwerpunkt der Flache unter der Dichtefunktion
— Stark abhangig von Ausreil3ern

 Median oder Zentralwert: Stichprobenwert, der genau in der
Mitte einer geordneten Stichprobe
steht.
— Robustes Lagemal

 Modulwert oder Modus: Auspragung mit der grof3ten Haufigkeit
— Nur eindeutig, wenn die Haufigkeitsverteilung ein
eindeutiges Maximum aufweist
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Modus
[|
90- Median
80
Fite
60 Mittelwert

-9.0 -4.5 0.0 4.5 9.0 135
Durchbiegung w_i [mm]
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Standardabweichung:

[1]

'ﬂ_{hm’} — \/Tfﬂiﬁ{hrij — I:'E}ri,ﬁ: — Erijg

Variationskoeffizient:
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Skewness (Schiefe): Grad der Asymmetrie einer [1]
Verteilung um den Zentralwert

Ngim

Z (bri — Brii)g
q — 1=1

. 3
Nsim * 0

Kurtosis: Grad der Flachheit/Steilheit einer Verteilung

Ngim

Z (bm' — b*rfi)él

":1 ‘
K=" — =3
Ngim * 0O
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1.0 ' I ; I ' | ' I
Fib) |

_ KS-Wert=0.04
0.8 | -

0.6 | / i

0.4 |- | -
0.2 | -
0_0 1 | ] | 1 ] 1 | 1
0.97 0.983 0.996 1.01 1.023 b 1.037
KS = max |Fy(by)— Fs(by)]
—oo< by < oo
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Der Anderson-Darling-Test ist eine Modifikation des [10]
Kolmogorow-Smirnow-Anpassungstests.

Die Abweichungen der Testverteilung von der Zielverteilung
werden in den Randbereichen der Verteilungen hoher und
Im Mittelbereich der Verteilung niedriger gewichtet.

() oniversimar Anderson-Darling-Test V4

1 Naim

(2 — 1)(In Fy(by) +1n(1 = Fy(b,,, 41-1))

12
Msim 3

Kritische Werte furA sind abhangig von der verwendeten
Verteilungsfunktion F. Tabellierte Werte furA far
verschiedene Verteilungsfunktionen sind z.B. in [11]
veroOffentlicht.
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Korrelationskoeffizient nach Pearson [1]

Cov(b.i. by;)
"bpb.; = = E
v Var(b.)\/Var(b,;)

1 Ttaim

1 Z {bré.:’: — Er'é}[br‘j.:’: — Ei‘__‘,‘r.]
=1

Cov(b,;, b,;)
Maim —

Wertebereich: [-1,1]

' = -1 oder 1 - starker linearer Zusammenhang
=20 - kein linearer Zusammenhang
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Rangkorrelationskoeffzient nach Spearman 1]
"~ b ] [ Ry, =Rangvon b,; in by |
b,; = : — Rang (b,;) =
b | R{,J‘i__ﬂsm = Rang von by, in b, |
Mgim _ _
Z (R, — B, Ny, — Ry )
:‘:h,m;hfj — f?as ]: fﬂa — .
\.‘II Z fR,g,J P V‘ ;Z1 {RE*:_?L — R,{,Jj]g

Wertebereich: [-1,1]

r = -1 oder 1 © starker linearer oder monotoner nicht-
linearer Zusammenhang

r=0 - kein linearer oder monotoner nicht-
linearer Zusammenhang
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Nichtlineare Zusammenhange?

e Quadratischer Korrelationskoeffizient > DYNARDO [9]
e Regression

e Nichtlineares Korrelationsmald - ProSi

e Ant-Hill-Plot
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« Statistische Mal3e (z.B. Mittelwert, Standardabweichung ...)
sind Punktschatzungen - enthalten keine Aussage Uber die

Gulte der Schatzung

A

(br) \
\ v Konfidenzniveau, Vertrauensniveau
2\

oL 5 ; o
b . \ \ ke
2 : i 2
% .
, LY
N e \
k| Konfidenzintervall ky by
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Relative Haufigkeit des Ereignisses 711

nf .

D= — . p—p sobald ng,, — o
ST
2]
1
Linke Grenze: Ngim — Mg + 1
1 —|_ - t Fl_%?g(nsiﬂt_nf—'_ljsgﬂf

"J’.‘l'.-f
1
Fa o

Rechte Grenze:

Nsim — Mg+ 1
ny

]_ —|_ M gim _ﬂf—|_1}?2ﬂf
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Weicht der Korrelationskoeffizient statistisch signifikant
von Null ab, unterscheidet sich seine Verteilung von der
Normalverteilung [1].

>~ = arctanhr 3]

“l—a /2
\/’nﬁi-m- — 3

“1—a/2 , :
f/ ’ k‘?‘ — Z
3

\/’nﬂi-m T

by = 3

ki = tanhk;
k, = tanhk,
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Problem: Meist werden Systeme untersucht, in denen
mehrere Zufallsvariablen Einfluss auf eine Ergebnisgrol3e
haben.

Die Anzahl der Zufallsvariablen hat Einfluss auf die
Irrtumswahrscheinlichkeit der Konfidenzintervalle.

LOsung:

Anpassung der tolerierbaren Irrtumswahrscheinlichkeit
mithilfe der Bonferroni-Methode oder Bonferroni-Korrektur:
r_ Qo

p

Die Bonferroni-Methode ist eine grobe Naherung und

sehr konservativ.

1. Dresdner Probabilistik-Workshop Grundlagen der Probabilistik Folie 29
Matthias Voigt

¥



TR T Konfidenzintervall 9

DRESDEN
Fakultat Maschinenwesen - Institut fur Stromungsmechanik - Professur fur Turbomaschinen und Strahlantriebe
1.0
|
0.9
- =, l’af— /, ]
—O 05 {]HE C ] Stlahpl'ﬂbEliﬂnﬁng— I e e — - — r — a — o F,
(a_ . ) ” - v,
0.7 - %
——
/i
= 0.6 P ::,..x (z{ ;f
g 05 277 b4 7/
E 0.4 /;Jv:?;,/’ ,,-—’ '?”f
. Variablenanzahl A/
] aria
0.3 k Zrisms A
e SNAKZ72 87 v 71/
N - y
2 0.2 A AN T
© AN 7 A
= 0.1 V./47>483 4
e A VAL /s
= 0.0 7/) /‘r ; (j(
7 L L g F.
"B-0.1 fj/ff VA
= F v ":r
%_ 0.2 S Y A , j}'@éé/
£-0.3 LU A AL N
=) Y WA Y | YA T
1‘3—{]4 r 2N AN
= 4 A | AN
¥ 4 PN e
E-0.5 / /| 2 AV
S (A A A rAs
M_ 0.6 ' J/’-ch
' par A
AT hy A
f L1
-0.84 A
-0.9 4
-1.0 $5L]
-1.0-0.9-0.8-0.70.6-0.5-0.4-0.3-0.2-0.10.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 Folie 30

Korrelationskoeftizient der Stichprobe



s

bd
a1l i
il 1 iy
K ri
i

TECHNISCl_'I_E G I Iederun gl i iy —

Fakultat Maschinenwesen - Institut fur Stromungsmechanik - Professur fur Turbomaschinen und Strahlantriebe

e Einleitung
e Theoretische Grundlagen der Stochastik
e Probabilistische Methoden

e Mogliche Ergebnisse von probabilistischen
Untersuchungen

e Mogliche Fehlerquellen beil probabilistischen
Untersuchungen

e Zusammenfassung
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probabilistische unsicheres Systemverhalten
Eingangsgroken | _ mit y Ergebnisgroien

b ‘ _"""_CPU | —— 1.dat I“‘

b ‘ — CPU 2— | 2.dat

b, ‘ — CPU 3 — | 3.dat 4]““‘]},

b, Q —PUd— 4da ,
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e Simple-Random-Sampling (SRS)
 Realisierungen werden ,,zufallig” ermittelt

« , Transformation* der durch die Zufallsgeneratoren
ermittelten Gleichverteilungen in andere
Verteilungen erfolgt z.B. mittels Inversions-
methode oder Annahme- Ablehnungsmethode

« ,Cluster“-Bildungen der Realisierungen ist moglich

AT 8 TN -
i tr¥raisanes B 8% se%  d¥vay & 3
[l W B R AERERAERABEENEEE FEENAEF SEAEEE AW B = = W NN
FHEFFT  p8  FE FEAFEREFERREFEEFENRENEFREREERFEEEFRRFEEEE EERFEF SFEERAER L]
| | | | I I I
3 2 1 0 1 2 3
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« Latin-Hypercube-Sampling (LHS) [13]
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« Descriptive-Sampling (DS) [14]
+ b, + b,
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Vor- und Nachteile der Sampling-Methoden
SRS

e Zufallszahlen werden ,,unsystematisch” erzeugt

e Liefert bei geringen Stichprobenumfang hohe
statistische Unsicherheiten

LHS / DS

e Zufallszahlen werden ,,systematisch” erzeugt

e Beschreibt die Zufallsvariablen mit wenigen
Realisierungen gut
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b,
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b,y)=0
b, g(b.y)

E

Versagen
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@) o Antwortflachenverfahren (RSM)
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Versagen

* < Versuchsplan mit
Stiitzpunkten

/ Uberleben

j// .
[ ///
1
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Vollfaktorieller Versuchsplan [4,5,6]
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Central-Composite-Design [4,5,6]
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Box-Behnken-Design [4,5,6]
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Simplex-Design [4,5,6]
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Variablenanzahl Polynom Simplex vollfakt. CCD | BBD
1.0rdnung | 2.0rdnung | 3.0rdnung Versuchsplan *

1 2 3 4
2 3 6 10 3 5 9
3 4 10 20 4 9 15 13
4 5 15 35 5 17 25 25
5 6 21 56 6 33 43 41
6 7 28 84 7 65 77 49
7 8 36 120 8 129 143 h7
8 9 45 165 9 257 273 113
9 10 55 220 10 513 531 121
10 11 66 286 11 1025 1045 | 161
11 12 78 364 12 2049 2071 | 177
12 13 91 455 13 4097 4121 | 193
13 14 105 560 14 8193 8219 | 209
14 15 120 630 15 16385 16413 | 225
15 16 136 816 16 32769 32799 | 241

* Bei den Variablenanzahlen 3-7 und 9-12 sind die originalen BBD [7] dargestellt

die anderen beruhen auf Veroffentlichungen von Mee [8]
Grundlagen der Probabilistik
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Methode der kleinsten Quadrate 1
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Approximationsfunktion mit Polynomen zweiter Ordnung:

2 2
yi = co+c1bi+caby i+ 1107 ;42205 ;4 c1201ib2 i €.

y = BC + €.
1 bl,l bggl b%,l b%,l 51,152,1 CQ
n I ba.2 b%,g b%,g b1 202 9 c1
_ . . . . . . C
y2 B _ . . . 2. 2. . C — 2
y = L by, bo i bl,z' b3 ; b1,iba,; €11
: : : : : : €92
Ynsi 2 2
o 1 b]-sn'szm bzan'sz'?n bl,nm-m bQ*”si?n bl,?lgémeBTlSém | CJ_Q
€1
€2
€ —
| En'st'm |
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I,E?&'E“Aéﬁ'ﬁ Methode der kleinsten Quadrate 2
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y A o ® [4,5,6]

(y — BC)T (y —BC) = el'¢e — min

>

b
c=(B"B) BTy
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: : ; S
BestimmtheitsmaR: 22— [4.5,6]
ﬁ-S-Ty
Summe der Abweichungsquadrate: Nsim \ -
Z Yi
Sp=cCc'Bly - ~ =
N sim

Totale Summe der Abweichungsquadrate:
Sy — Sp+ Sk
Summe der Quadrate der Approximationsfehler:

Sp=ele=yly—C'Bly
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ﬁ'ﬁ%ﬁ% Analyse des Approximationsergebnisses g b
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Das Bestimmtheitsmaf ?¢ beschreibt den Anteil der Varianz
von Y, der durch die EingangsgroRRen berklart wird.

R=|r

[4,5,6]
y,S?’

korrigiertes Bestimmtheitsmal:

1
Sp
RQ 1 _ Ngim — Nkoe 1 — Msim — 1 (l o RQ)
adj — g o o . |
-y Ngim — Nkoe
Ngim — 1
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UNIVERSITAT Gliederung
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e Einleitung
e Theoretische Grundlagen der Stochastik
e Probabilistische Methoden

e Mogliche Ergebnisse von probabilistischen
Untersuchungen

e Mogliche Fehlerquellen beil probabilistischen
Untersuchungen

e Zusammenfassung
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UNNERSITAT Ausfallwahrscheinlichkeit
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= 0.1

0.0
>

—16 (o] —lS ] —l3 —12 —'1 0
[%] 2.0-1079 5.7-1077 6.3-1075 2.7-1073 4.54-1072 3.17-1071 5.0-1071
(LHS, DS) (SRS) MCS
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Notwendige Anzahl der deterministischen Rechnungen:

100 10
MCS: SRS Msim ~ 33— LHS, DS  nsim =~ —

f Py

RSM: - Stark abhangig von der Variablenanzahl
- Groler bei unbekannter Lage der Versagensfunktion
- Betrachtung jeweils nur einer Ergebnisgrofde moglich

Importance Sampling:

- Grol3er bei unbekannter Lage der Versagensfunktion
- Betrachtung jeweils nur einer Ergebnisgrole maoglich

Zuverlassigkeitsverfahren:
- Betrachtung jeweils nur einer Ergebnisgrof3e moglich

- Numerische Probleme bel stark nichtlinearen
Versagensfunktionen
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12
e Ingenieurmalige (deterministische) Malie: =]

— Uberschreiten von Grenzwerten

— Auftreten von unerwinschten plétzlichen Anderungen
der ErgebnisgrofRen (z.B. lokales Maximum der
Ergebnisgrofie)

— Ansprechen von Systeminstabilitaten (z.B.: Beulen)

e Statistische Malde
— Lage der Mittelwerte der Ergebnisgrofien
— Grofe der Variationskoeffizienten der Ergebnisgrofien
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UNIVERSITAT Robustes Design ?
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Eingangsgrofen ErgebnisgrofBen

- /K\!\
determinis- .
—>| tisches | |
Modell ' '
/ \li/ zulassige Streubreite

N
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UNIVERSITAT Robustes Design ?
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Verzweigungssystem
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ONIVERSITAT Robustes Design ?
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Verzweigungssystem mit Ausreil3ern
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Notwendige Anzahl der det. Rechnungen bei einer MCS.:

Uberschreiten von Grenzwerten, Auftreten von
unerwinschten plotzlichen Anderungen der Ergebnisgroien,
Ansprechen von Systeminstabilitaten:

— Abhangig von der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

Lage der Mittelwerte der Ergebnisgroflen:
- =30...50

GrofRe der Variationskoeffizienten der Ergebnisgrol3en:
— =50...100
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UNIVERSITAT Sensitivitaten
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Target-Variable: max. Durchbiegung g Hshe

m E-Modul
M Position Kraft
O Kraft S
M Breite i ‘
lP
T m Lo
| Ly Ly |
vergroferte
Seitenansicht
B
B
1. Dresdner Probabilistik-Workshop Grundlagen der Probabilistik Folie 57

Matthias Voigt



TR T Sensitivitaten

DRESDEN

Fakultat Maschinenwesen - Institut fur Stromungsmechanik - Professur fur Turbomaschinen und Strahlantriebe

L
16.5 +
L . ﬁ.‘
" -..* "'. - . L S
£ 12.625 5 2 | |
E‘ o'..:;-? :.' "g‘* " :" = P:
%ﬂ * :;, :.:l ?l.h;;'::- 'w
> " * l:' * .-.f"
E:P “1'-: .r " ‘- " ’ .' ";."*I . :1-. * £ ; VWIIl ﬁ \"Wl
s L% . "-r. - P /
= B.75+ we s * IOLT I e Cecees
el LM @ | L L, |
P ok el 5,
L H] foan ' ity
f s ! " )
: | Ty “ vergroferte
%= 48751 4@ i, 3 3 )
= pd 2 b S Seitenansicht
Y . -
L B
. . B

0 1625 3250 4875 6300
Position der Punktlast [mm)]

1. Dresdner Probabilistik-Workshop Grundlagen der Probabilistik Folie 58
Matthias Voigt



UNIVERSITAT Sensitivitaten

DRESDEN

Fakultat Maschinenwesen - Institut fur Stromungsmechanik - Professur fur Turbomaschinen und Strahlantriebe

Notwendige Anzahl der det. Rechnungen bei einer MCS:
 Abhangig von der Anzahl der probabilistischen
Eingangsgrofl3en

« Abhangig von den Betragen der zu ermittelnden
Korrelationskoeffizienten

0.5

—+— w; - E-Modul
—-=— w;- Kraft
-~ wj - Hohe

;- Breite

—#~ w; - Position der Kraft

= —

Korrelationskoeffizient

25 50 100 250 S00 10 2500 S04 7500 10000
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probabilistische Beispiele fur das Verhalten
Design-Eingangsgréfen der Ergebnisgréfien
b, deterministisches
Modell »
—
Designgrenzen |
bx?
E— Versagensgrenze
iliati Y2
probabilistische —_— A
EingangsgréfRen |
/\ b.-f?l U
— ersagensgrenze
. —

b, '
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Ergebnis

Y — ™~
_ X. X

zu optimierende Grél3en
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- Optimum A

nicht vermeidbare Streuungen "
< > 2
@]
O]
o
LLJ
v
Y s
Y1 \x_\\x‘\\
— X
X

zu optimierende GréfRen
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AN
nicht vermeidbare Streuungen 10
< > @ |
Optimum a M:
S
— |
w Y
v
—| ™~
N N N NN
¢ } — x_)

zu optimierende Grél3en
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e Einleitung
e Theoretische Grundlagen der Stochastik
e Probabilistische Methoden

e MoOgliche Ergebnisse von probabilistischen
Untersuchungen

e Mogliche Fehlerquellen bei probabilistischen
Untersuchungen

e Zusammenfassung
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Einfluss der Eingangsgrol3enkorrelation
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e Einleitung
e Theoretische Grundlagen der Stochastik
e Probabilistische Methoden

e Mogliche Ergebnisse von probabilistischen
Untersuchungen

e Mogliche Fehlerquellen beil probabilistischen
Untersuchungen

e Zusammenfassung
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Vorteile

bei der Anwendung der probabilistischen Methoden

* ausreichende Datenbasis
fur stochastische Variablen

 hoherer Ingenieuraufwand
parametrische Modelle be-
zuglich der stochastischen

Variablen,

Interpretation der Ergebnisse
 hoher Berechnungsaufwand
durch mehrfache Struktur-
analysen

1. Dresdner Probabilistik-Workshop Grundlagen der Probabilistik

Versagenswahrscheinlichkeit
keine akkumulierten
konservativen Annahmen
Robustheit des Designs
Sensitivitat bezuglich der
stochastischen Variablen
Kostengunstigeres Design
grolere Toleranzen wenn

moglich, kleinere Toleranzen
wenn notig
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S
| '| vergroBerte
+_1£ Seitenansicht
|

3 Wm 5\ /Wi lgl—f

Jﬁ L, | Lo J
Name Verteilungsart | Verteilung
Hohe des Tragers (H) gleich 95, 105][mm]
Breite des Tragers (B) gleich 45, 55][mm)]
E-Modul (E) normal 1= 210000N /mm?, o = 10000N /mm?
Punktlast (P) normal 1= 2500N, o = 300N
Position der Punktlast (5) | gleich 0, Ly + Lo
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Verformungen: infolge Eigengewicht ¢
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